ANNEXE 6
Note theorique sur la corrélation



Le coefficient de corrélation

On dispose de deux ensembles de valeurs conjojdéss concentrations concomitantes) :
(X ) €t (V)i » Que 'on considére comme les observations de datiables aléatoireX
etY dont les réalisationsg ety; sont les concentrations mesurées aux mémes igistant

Etudier la corrélation entre deux variables aléatoi(ou statistiques), c’est étudier
l'intensité de la liaison qui peut exister entre ces variables liaison recherchée est une
relationaffine.

1. Etude graphique de la corrélation

Afin d’examiner s'il existe une liaison entdé etY on représente chaque observation
comme un point de coordonnéeasy() dans un repere cartésien. La forme du nuage idéspo
ainsi tracé est fondamentale pour la suite : d&@ngure 1 montre :

a) une absence de liaison ;

b) une absence de liaison en moyenne mais pas ensispe

C) une corrélation linéaire positive ;

d) une corrélation non linéaire.
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Figure 1

On dit gqu'il y a corrélation s’il y a dépendance enmoyenne: a X=x fixé, la moyenng
Y est fonction dex. Si cette liaison est approximativement linéaimese trouve dans le cas e
la corrélation linéaire.

2. Le coefficient de corrélation linéaire

Ce coefficient mesure_exclusivemdst caractére plus ou moidigi€aire du nuage de
points, autrement dit la qualité de la relatioreéime ou le degré de dépendance linéaire entre
les deux variables.

A. Définition

ou s ets, sont les ecarts-types gety :

$=Yx-x §=-Y(y-vf
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Remarque : le numératedrd (x —x)(y; - y) est la covariance observée.
]

Propriétés
e -1<r<1 (ou bienr|<1)
* r est un indicateur sans dimension ; il n’est pasibée aux unités de chacune des variables.

Ainsi par exemple, le coefficient de corrélationélaire entre 2 mesures sera identique que
I'une des mesures soit exprimée en ppb ou enig/m

* Ir] = 1 est équivalent a I'existence d’une relatiogaire exacte (tous les points sont alignés
sur une droite)ax +by +c=0 [i.

* X et Y indépendantes> r = 0, mais la réciproque n’est pas vraie en géndealnon
corrélation n'est pas nécessairement l'indépendancalors que l'indépendance entraine
forcément une non corrélation.

* Notons pour finir que la corrélation n’'est pas sitive : X tres corrélée ave¥, Y trés
corrélée aveZ, n'implique nullement qu& soit corrélée avez.
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B. Du bon usage du coefficient

Attention, il est toujours possible de calculer agefficient de corrélation (sauf cas tres
particulier) mais un tel coefficient de corrélatinfarrive pas toujours a rendre compte de la
relation qui existe en réalité entre les variaklesliees. En effet, il suppose que I'on essaye de
juger de l'existence d'une relation linéaire emins variables. Il n'est donc pas adapté pour
juger de corrélations qui ne seraient pas linéateson linéarisables. Il perd également de
son intérét lorsque les données étudiées sonhétésogenes puisqu'il représente une relation
moyenneet que l'on sait que la moyenne n'a pas toujourssens, notamment si la
distribution des données est multi modale ou tedsnatrique (c’est typiquement le cas pour
la répartition du S@par exemple).



Le coefficientr ne mesure que le caractere linéaire d’'une liaetoson usage doit étre
réservé a des nuages ou les points sont réparfmmest d’autre d’une tendance linéaire

(figure 1.c).

La figure 2 montre les risques d’'un usage incomsidi coefficient de corrélation
linéairer. On notera en particulier queest tres sensible a la présence de valeurs exdréme
et/ou aberrantes (valeurs tres éloignées de laritgajges autres, pouvant étre considérées
comme des exceptions), et n’est donc pas « rolsuste
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Figure 2

Dans I'exemple suivant, les 4 nuages de la figurenB mémes moyennes, mémes
variances et méme coefficient de corrélation :

X=9 y=175
=100 s =375
r=0.82
Figure 3

Seul le premier nuage justifie 'usage de.

D'une maniere générale, I'étude de la relatiorneemdss variables, quelles qu'elles soient,
doit s'accompagner de graphiques descriptifs, estliguou non dans l'appréhension des
données a notre disposition, pour éviter de s@sidimites purement techniques des calculs
gue nous utilisons.



3. Caracteére significatif d’un coefficient de corrélaion

En admettant que I'on se trouve dans le cas oadesler est justifié, a partir de quelle
valeur la liaison est-elle significative ?

On se fixe un risque acceptalstden genéral 5 %) et on calcule la quanttéuivante :
t
VYNn—-2+t?
oun est le nombre d’observationstée fractile d’ordrea/2 de la loi de Studentra— 2 degrés
de liberté (donné par la talde-hoq.
On rejette I'hypothese que le coefficient de catiéh est nul, au risque de se tromper,

des quer| > ro. On pourra alors dire, avec une probabiitde se tromper, que le coefficient
de corrélation est significativement différent de O

h =

Par exemple, au risque de 5 % on déclarera gu'imsoh est significative sur un
échantillon de 30 observationsrgix 0,36 { = 2,048).

Attention : on remarquera que le seuil de signifoca(ro) décroit quanah croit ; pour les
grands échantillons, le fait de trouver quer différe significativement de 0 ne garantit
nullement que la liaison soit forte De plus, rappelons que fait de trouver que r n’est pas
significativement différent de 0 n’entraine pasessairement I'indépendance

On peut aussi déterminer un intervalle de confisswee coefficient de corrélation (afin
de quantifier la qualité de la régression) gratmt@oduction de la transformation suivante :

_|n(l rj et r—ﬂ'
i 1-r e* +1

L'intervalle de confiance est défini par :

[ 1 [ 1
Plz-z ——<Z<z+z2 — |=1-a
[Zr al?2 n_3 Zr al?2 n_BJ

ou z, est tel qud(Y < z,,) = 1 —al2 avecY une variable aléatoire normale centrée-réduite.

Application: en clair, pour un coefficient de corrélationocaér :
- on se fixe un risque acceptable, en géngral0.05 (5 %) ;
- on déterming,, avec la table de la loi normale centrée-réduitegé@nérak,, = 1,96 ;
- on calculez a partir de la valeur:

——I (1+rj
Z 1-r

- on calcule les bornes de l'intervalle de confiasgeZ, soit :

=z-2 1/—1 etz =27 +2,,
Zinf Zr al2 n-3 zsup Zr al?2 n_3’

- puis celles de l'intervalle de confiance &jra savoir :

et -] otr = e -1
inf ezzinf +1 sup ez%up +1 ’

= Le coefficient de corrélation, estimé parappartient a l'intervallery ; rsy] avec une
probabilité de 1 -a.



Exemple : Soit = 0,54 obtenu sur un échantillon de taille 69. On souhaite construire
I'intervalle de confiance a 99 % autour de cettiewma On obtient successivement 0,604.
Dans la table de la loi normale, on4ityes = 2,575 et don®(0,293 <Z < 0,927) = 0,99. Par
inversion, on obtient I'intervalle de confiance $@stimation du coefficient de corrélation :
P(0,285 <R < 0,729) = 0,99.

4. Corrélation partielle (pour information)

Une erreur courante est de croire qu'un coeffiaiientorrélation élevé induit une relation
de cause a effet entre les deux phénomenes meBuré&alité, les deux phénomenes peuvent
étre corrélés a un méme « phénomeéne-source »traiseme variable non mesurée, et dont
dépendent les deux autres. Autrement dit, il ari#gguemment que la dépendance apparente
entre deux variables soit due en réalité aux variatd’'une 8" variable.

La litterature statistique abonde en exemples dssfs corrélations surprenantes entre
phénomeénes variés qui disparaissent lorsque Banuine 8™ variable (souvent non aléatoire
comme le temps) ; ainsi de la corrélation entredenbre de maladies mentales déclarées
chaque année et le nombre de postes de radidéssiall encore le nombre de coups de soleil
observés dans une station balnéaire, qui est ferteoorrélé au nombre de lunettes de soleil
vendues ; pourtant aucun des deux phénomeénesbigessir la cause de l'autre... On cite
souvent aussi I'exemple plus morbide de la consdromde pétrole et de la mortalité des
personnes agées.

Les coefficients de corrélation partielle constitien moyen d’éliminer I'influence d’'une
ou plusieurs variables.

Le coefficient de corrélation partielle entre Xyetonditionnellement & uné™¥ variable
Z est donné par :

_ Iy ~Ixzlvz

I =
XY|Z [( )( )

ourag est le coefficient de corrélation entre les vdaal etB.

5. Problémes d’interprétation : corrélation entre deux stations urbaines poiNQde
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Un coefficient qui peut sembler plutot éleve (i8R8)
peut conduire & des défauts d’interprétation... 10

En fait, il y a un assez grand nombre de pointgygs = e
de la bissectrice, et notamment dans les concimtsat JERRENTY 1)) AN
les plus fortes, il n"y a aucupoint surla bissectrice. En .°:,§}:'{:.°§-?2?§=9} &
fait, si on s'intéresse aux valeurs supérieureald * S R 2
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